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0. introduction 
L’objet de cet article est l’etude de la geometric des variCtCs 
kahleriennes compactes dont le fibre anticanonique est numeriquement 
effectif, poursuivant ainsi les resultats obtenus dans [CaP], [DPSl] et 
[DPS2]. On s’interesse en particulier a la structure du morphisme 
d’ Albanese et a celle du groupe fondamental. Rappelons d’abord la notion 
de fibre numeriquement effectif. Si X est une variete complexe compacte 
et L -+ X un fibre holomorphe en droites, on pose la definition suivante : 
DEFINITION 1. - On dit que L est numeriquement effectif (nef en abrege) 
si, pour chaque E > 0, il existe une metrique h, sur L telle que, si w est 
une metrique hermitienne fixee sur X, on ait 
6, (L) 2 -&W. 
(*) Texte prtsentt5 par J.-P. FRANCOISE, rey en mai 1996. 
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On observe que si X est projective, la notion definie ci-dessus comcide 
avec la notion habituelle de la geometric algebrique (selon laquelle L --) X 
est dit nef si, pour chaque courbe C c X, on a L . C > 0). Pour plus de 
details et quelques exemples concernant la definition 1, voir [DPS 11. Le 
but de cette note est de demontrer le resultat suivant : 
THBOREME PRINCIPAL. - Soit X une varie’te’ kdhle’rienne compacte de 
dimension n, avec KdT1 ne$ Alors 
(i) hr (X, 0s) 5 72. 
(ii) Si J? est un sous-groupe du groupe fondamental de X, engendre’par 
un nombre jni d’e’lt!ments, alors il existe I’1 sous-groupe normal d’indice 
jini de r, engendre’ par au plus 42n + 1 &l&men& 
Dans le cas d’une variCte kahlerienne dont le fibre anticanonique est 
semi-positif, on a des resultats beaucoup plus precis. On sait que le 
morphisme d’Albanese est une submersion et que le groupe fondamental 
est presque abelien (il existe un sous-groupe abelien libre d’indice fini dans 
~1 (X)), le premier nombre de Betti est inferieur ou Cgal a la dimension 
reelle, et dans le cas d’egalite la variett en question est isometrique a un tore 
(voir par exemple [Lil], [Li2], [CG] ainsi que [DPS3] pour un theoreme 
de structure des variCtCs dont K,:’ est semi-positif). Dans le cas ou X est 
projective avec KzF1 nef, QI ZHANG [Zh] a demontre que le morphisme 
d’Albanese est surjectif, ce qui implique aussi h1 (X, 0x) 5 n; la methode 
de Zhang utilise de man&e essentielle des arguments de deformation en 
caracteristique p > 0. Malheureusement, il parait difficile d’etendre ces 
resultats au cas oti la variete est kW5ienne compacte et non projective, 
lorsque le fibre anticanonique est seulement suppose nef. 
La demonstration du theoreme 1 est basee sur quelques resultats de 
M&hail GROMOV (voir [Gr], chapitre 5), combines avec des resultats 
obtenus par DEMAILLY-PETERNELL-SCHNEIDER dans [DPSl]. J’adresse mes 
remerciements a mon directeur de these, Jean-Pierre DEMAILLY, pour ce 
sujet t&s riche et interessant, et pour les nombreuses et utiles suggestions 
qu’il m’a faites au sujet de cet article. 
1. Dbmonstration du thCor&me principal 
Avant de passer a la demonstration proprement dite, fixons quelques 
notations. ~1 (X) designe le groupe fondamental de X, base en un point 
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quelconque x de X; T  : X + X est le revetement universe1 de X. Si w 
est une metrique sur X, elle induit une metrique (ZI = K* w sur X, et on 
note d6 la distance geodesique induite par &. 
Dkmonstrution du (i). - Une premiere partie consiste en la construction 
de metriques kahleriennes convenables sur X, a l’aide du theoreme 
d'AUBIN-CALABI-YAU. Le fibre KzG1 &ant nef, pour chaque E > 0 nous 
avons une metrique h, sur Kdil, telle que 
oti w est une metrique k3hlCrienne fixee sur X. On observe que la classe 
de cohomologie de uE est Cgale a cl (X), la premiere classe de Chern 
du fibre tangent a X. En resolvant une equation de type Monge-Ampere 
(voir [DPS2], p. 221), on trouve sur X une suite {~~}~>a de metriques 
kahleriennes dans la classe de cohomologie w telle que 
En effet, il suffit de chercher w, telle que 
(1) Ricciuc = --EWE + EW + UE 
On peut Ccrire uE = Ricci, + i a8fc (car uE et Ricci, appartiennent 
toutes les deux a la classe cl (X)). On cherche done un potentiel (Pi tel 
que wE = w + i #p,. Un calcul rapide montre que (1) est equivalent a 
et cette equation a une unique solution, d’apres [Au]. 
Dans ce qui va suivre, on expose t&s brievement le resultat de GROMOV 
concernant une majoration de bl. Soit (A4, g) une writ% riemannienne, 
telle que le tenseur de Ricci satisfasse 
Ricc& 2 -(n - 1) r-g, 
T  &ant un reel positif et n la dimension de M . Pour y un Clement 
quelconque de ~1 (M), on note ]y(e = dg (fi, yfi). 11 est facile de 
voir que ]y]e est la plus petite longueur d’un lacet base en m  = K (fi) 
representant la classe d’homotopie de y. 
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Remarque. - Si ti E ti est un point quelconque et s un reel, on 
n’a qu’un nombre fini de classes d’homotopies y E rrr (AI) telles que 
]ylliz < s. C’est une consequence simple du theoreme d’Ascoli et du fait 
que dans C (Sr , IW), l’ensemble des lacets appartenant a une meme classe 
d’homotopie est un ouvert. 
Dans ce contexte, on a le theoreme suivant (voir [Gr], p. 73). 
TH~OREME (GROMOV). - I1 existe une fonction cp (n, T, d) a valeurs 
entieres telle que pour tome varie’te riemannienne (M, g) de diametre cl, 
dimension n et courbure de Ricci minoree par -(n - 1) rg, le premier 
nombre de Betti de M verije l’inegalite bl 5 cp (n, T, d). En outre, quand 
rd” est assez petit, cp vaut n. 
Pour une application directe du resultat de GROMOV sus-mention@ 
on aurait besoin de savoir que E (diaaE (X))2 tend vers 0 avec E (car 
a priori, la seule majoration qu’on a sur la norme geometrique des 
generateurs de ~1 (X) est 2 diarnUc (X). Comme par rapport a wE, le 
diametre de X n’a aucune raison de rester borne, rien n’assure que 
lim,,u E (diamue (X))” = 0. For heureusement, on dispose du lemme 
suivant, qui fait le lien entre la partie analytique et la partie gComCtrique 
de la demonstration. 
LEMME 1. - Soit U un ensemble compact de T?. Alors pour chaque 
S > 0, il existe un ensemble ferme U,, 6 c U, tel que Vol, (U\UE,6) < 6, 
et diamuc U,. 6 < Cl 6-f, avec $‘I constante independante de 6, E. 
(Pour une demonstration de ce lemme, voir [DPS2], p. 223-224). En 
gros, ce resultat montre que meme si diam+ (X) tend vers l’infini 
alors quitte a changer le point base de ~-1 (X) on peut engendrer ce 
groupe de mar&-e <( Cconomique Y, c’est-a-dire trouver des representants 
de longueur bornee. Maintenant on prend U compact qui contient un 
domaine fondamental E de l’action de ~1 (X) sur X, tel que, pour 
chaque rj dans un ensemble de generateurs, U f? rj U # 0. Pour 
S > 0 tel que S < i Vol, (U n rj U) et 6 < 3 VoZ, E, le lemme ci- 
dessus implique l’existence d’une partie U,,A c U, compacte, telle que 
diaQc (UC, b) < Cl S-i := C. De plus, le choix de S et le fait que rj agit 
isometriquement sur X impliquent : U,. 6 n rj U,, 6 # 0, pour chaque .i;. 
Si on considbe l’ensemble W,, 0 = IJ rj U,% h, alors diamtiz (WE. 6) 5 
2 C, car la multiplication par yI est une isometric. En choisissant 
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a, E U,, 0, la demii?re inegalite implique Irj Ia, 2 2 C (ici il faut 
comprendre que la norme geometrique est consideree par rapport a la 
metrique w,; on ne change pas seulement le point, mais la metrique aussi). 
Soit h : 7rr (X) -+ HI (X; R) le morphisme de Hurewicz et yr , . . . . 7b1 
des elements de ~1 (X), tels que h (yl), . . . . h(-yb,) soit une base de 
HI (X; R) (on designe par bl le premier nombre de Betti de 1M). Si l?’ 
est le sous-groupe engendre par les rj, alors considerons l’ensemble 
P = {Y E r“; IYla, < c> 
(Cvidemment, cet ensemble depend aussi de E, mais cela n’a pas 
d’importance pour nous). D’apres la remarque anterieure, P n’a q’un 
nombre fini d’elements. Done si y et toutes ses puissances ont une not-me 
inferieure a C, il est d’ordre fini et il s’ensuit qu’il est dans le noyau 
de h. Par suite pour y E P qui n’est pas dans le noyau de h, il existe 
un entier m , tel que C < Iyrn Its, 5 2 C. Ensuite on choisit un indice j 
tel que h (y) a une j-composante non-nulle et on remplace rj par ym; le 
nouveau sous-groupe a moins d’elements de norme geometrique inferieure 
a C (simplement parce que y n’est plus dam I”). Apres un nombre fini 
d’operations, on aboutit (quel que soit E > 0) a un sous-groupe lTE de 
rrr (X) engendre par bl Clement tel que 
lo les generateurs ont une norme geometrique (par rapport a w,-) 
inferieure a 2 C; 
2’ tous les elements de lTs sauf ceux du noyau de h ont une norme 
gCom&rique superieure a C. 
Maintenant on considere la famille de representants des elements du 
groupe quotient lTE modulo son intersection avec le noyau de h, donnee 
Par 
-6 = {$l...r(t”,l ; il, . . . . ib, entiers} 
oti les ri sont les generateurs de l?,-. On prend l’orbite FY a, et p un nombre 
entier. Le nombre de points de cette orbite dans la bottle IIG. (a,, 2 p C) 
est superieur au nombre de points (Xj) E Zbl, tel que C JXj I 2 p, done 
superieur a w. Par 2’, les boules &c (y a,, $) sont disjointes et 
contenues dam I& (a,, 2p C + g); on peut majorer leur nombre par le 
lemme suivant dQ ii BISHOP-GROMOV: 
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LEMME. - Soit M une varie’te’ riemannienne de dimension n et v&ijant 
Ricc& 2 -(n - 1) r . g, oti g est la me’trique et r un re’el. Soient m un 
point de M et deux re’els R 5 R’. Alors 
Vol, P Cm, RI) > Jt (sinh &)7z-1 dt 
vo& (B (T R’)) - J,” (sinh fi)“-r dt 
(pour une demonstration du lemme, voir [Gr]). Done le nombre de points 
de l’orbite est major6 par 
<. 
VOW, (I?;, (a,, 2pC+ E,, < JJ2yCff)E(ginh t)“n-ldt 
Volw, @GE (a,, E,, - 
(sinh t)2 n-l dt 
Quand E tend vers 0, le membre droit tend vers (4p + 1)2 ” et on 
va montrer que cela implique bl < 2 n. En effet, les arguments donnes 
ci-dessus montrent que pour tout p entier positif on a l’inegalite 
(2P -$P I (4p+ ,>2n. 
1. 
La croissance des deux membres quand p tend vers cc impose bl 5 2 n, 
inegalite Cquivalente a celle Cnoncee dans l’alinea (i) du theoreme principal. 
De’monstration du (ii). - Soit XI- + X le revetement de X associe 
a I? (tel que ~1 (Xr) est isomorphe a r). Au moyen de la projection 
du revetement de X on transporte sur Xr les metriques de Calabi-Yau 
We. Comme I? n’a qu’un nombre fini de generateurs, les longueurs de 
ces generateurs sont uniformement bornees par une constante Cl qui ne 
depend pas de E, c’est-a-dire de la metrique, mais seulement de leurs 
longueur par rapport aux generateurs de ~1 (X). On a le lemme suivant 
(do essentiellement B GROMOV) qui dit que, quitte a passer a un revetement 
fini de Xr, on trouve une borne inferieure pour les distances entre les 
generateurs aussi grande qu’on veut, en contr8lant la croissance de leurs 
longueurs gComCtriques. 
LEMME 2. - Soit (M, g) une varie’te’ riemannienne compkte, dont le 
groupe fondamental est de type jni et soient 71, ,.., ~&TV des g&ne’rateurs de 
~1 (M). Soit Co un nombre r&e& tel que [~j(~ 5 C(j, pour tout j. Alors 
pour tout 6 > 0 il existe un reve^tement jini M’ --+ M tel que ~1 (M’) soit 
engendre’ par ~1, . . . , ps avec (a> Jpjlg I CO + 6 et (b) Ipi . pillu 2 6 
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pour j et k distincts (les normes gkomh-iques sont prises par rapport h un 
point de revhement universe1 de M au-dessus du point base du ~1 (M)). 
Dkmonstration du lemme. - Considerons les familles { pj} d’elements de 
TTI (M) verifiant les proprietes (a) Ipj I9 5 Co + S et (b) si j et k distincts, 
1pj . pi1 I9 > 6. L’ existence d’une telle famille est Cvidente, done nous 
pouvons choisir une famille comportant le nombre maximum d’elements 
et noter Q , le sous-groupe de ~1 (M) qu’elle engendre. On lui associe un 
revetement T : M’ + M, quotient de r6;r par l’action de Cp. Si m est le 
point base de ~1 (M) et rii un point au-dessus du m dans le revetement 
universe1 de M, soit m’ la projection de 6 dans M’. 
On va montrer que la fibre de T au-dessus de m est finie et done que Q , 
est d’indice fini dam ~1 (M). Supposons qu’il existe 26 dans r-l (m) tel 
que d (m’, z&) > 6. Soit a dans le groupe fondamental de M represent6 
par la projection d’une geodesique minimale joignant m’ a zk dans M’. 
Alors /dais > d( m’, zb) > 6 pour tout 4 dans a. Soit CEO E ~1 (M) 
un Clement de longueur minimale par rapport aux generateurs rj, tel que 
I&zuIs > 6 pour tout 4 E a. Alors si CYO = ,f30~~ avec.cj E (-1, l} 
et ,& de longueur inferieure a celle de (~0, il existe $0 E Q  tel que 
140 ,Da I9 2 6, et par suite 140 cyulg = 140 /?o 7iJ I9 5 Co + S. On contredit 
alors la maximalite de la famille { pj } en ajoutant l’element po = 40 ~0. 
Par consequent la fibre r-l (m) est contenue dans la boule geodesique 
de centre m’ et de rayon 6, et elle est done finie. Le lemme est demontre. 
On va appliquer le lemme 2 pour les donnees suivantes : M = Xr , 
g = wE et 6 = e-a, pour tout E > 0. Le lemme nous fournit une suite de 
variCtts Xr, E et notons par Fe les groupes fondamentaux correspondants. 
Alors : 
lo chaque I?, est d’indice fini dans r, 
2’ les generateurs de r,- ont une norme geometrique inferieure a 
Cl + E- a et la distance entre eux est sperieure a c-i. 
On consider-e le revetement universe1 de chaque Xr,E et on applique 
une fois de plus l’inegalitk de Bishop (fixons & tel que les normes ci- 
dessus sont prises par rapport a lui; si on note par T~,J les generateurs de 
IYE, alors les boules B (TV, j xE, z 1 E- ? ) sont disjointes et contenues dans 
B (xc, Cl + 24. 
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Done le nombre de generateurs de I?,- est inferieur a 
,Y’+2 ~-~i~(,inht)2”-1 dt 
,-$Js 
.G * (sin ht)” n-1 dt 
Quand E tend vets zero, le quotient des integrales tend vers 4” ‘1, et done 
pour un E suffisamment petit le groupe IYE aura les proprietes mention&es 
dans 1’CnoncC du theoreme 1. 
2. Applications B Mude du morphisme d’Albanese 
(a) La demonstration du premier point du theoreme montre qu’en fait 
si r est un sous-groupe du groupe fondamental de X et si nous avons 
un morphisme surjectif de F dans un groupe abelien G, alors le rang 
du groupe G est inferieur a 2 n. En particulier, l’abClianis& de chaque 
sous-groupe de ~1 (X) est de rang inferieur a 2 n. 
(b) Soit L -+ X un fibre holomorphe en droites nef. On d&nit sa 
dimension numerique par 
v (L) = max {k/c1 (L)” # 0 dans H”.” (X)} 
Dans ce contexte, on a le theoreme d’annulation suivant : 
THI?ORI?ME (KAWAMATA-VIEHWEG). - Si L est unfibre’ en droites nej alors 
Hq (X, 6 (Kay + L)) = 0 pour q > n - v(L). 
Si le fibre anticanonique de X est nef et de dimension numerique 
maximale, on sait que X est simplement connexe; cela resulte 
immediatement du << Basepoint-free theorem >> (voir [CKM], p. 57) et 
du theoreme de structure don& dans ]DPS3]: en effet, par le theoreme 
d’annulation de Kawamata-Viehweg applique a L = -K,y on a 
H” (X, Ox) = 0 p our tout q > 1; done br = 0 et la caracteristique 
du faisceau 0~ vaut x (oly) = 1. Le << Basepoint-free theorem >> nous 
donne la semi-positivite de - K,T~ et le theoreme de structure des varietes 
dont le fib& anticanonique est hermitien semi-positif montre que ~1 (X) 
est un groupe fini (c$ [DPS3]). Maintenant un argument standard dD a 
KOBAYASHI montre que ~1 (X) = 0 : pour tout revetement fini k : 1 de X, 
soit X --f X, alors X (0,q) = k, (0~) et comme x (0.~) = x (0,~) = 1 
on conclut que k = 1. 
TOME 122 - 1998 - No 2 
SUR LES VARIl?&i KjiHLGRIENNES COMPACTES 91 
(c) Si X est une variCt6 projective dont le fibrC anticanonique est nef 
et de dimension numkrique Cgale ti n - 1, alors I’irrkgularitC de X, 
notCe 4 (X) := h1 (X, 0-y ) est infkrieure ou Cgale B 1. En effet, on 
a alors Hj (X, 0~) = 0 pour j 2 2 par Kawamata-Viehweg, d’oti 
x(0*1-) = 1 - 4 (X). Si q(X) > 0 il existe pour tout k entier 
positif Xk -+ X un revetement abklien cyclique de degr6 k. Le fibrC 
anticanonique de Xk a les m$mes propriCt& numkriques que celui de X, 
done par Riemann-Roth on a 
x VW = 1 - q Gw = k (1 - 4 m. 
Mais q (Xk) satisfait 0 5 q (X,) < n d’aprks le thborkme principal, 
done le membre gauche de 1’CgalitC ci-dessus est born6 independamment 
de k et ceci force q (x) = 1. 
En particulier on a 
COROLLAIRE. - Soit X une varie’te’ projective de dimension n dont le 
jibr.4 anticanonique est nef et de dimension nume’rique supe’rieure ou &ale 
2 n - 1. Alors le morphisme d’Albanese de X est soit trivial, soit une 
fibration surjective sur une courbe elliptique. 
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